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Parte IV - Il Problema di Saint Venant

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parte IV

Lezione

• Obiettivi, Generalità
• 1. Forza normale centrata
• 2. Flessione retta (flessione uniforme retta)
• 3a. Flessione deviata (flessione uniforme deviata)
• 3b. Tensoflessione
• 3c. Forza normale eccentrica
• 4. Flessione e taglio (flessione non uniforme)
• 5. Torsione uniforme
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5. Torsione uniforme
• Posizione del problema

• Sezioni a simmetria polare

• Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica

• Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili

• Sezioni sottili aperte

• Sezioni sottili chiuse: 
  - Teoria approssimata di Bredt
  - Formule di Bredt

• Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Lezione
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5. Torsione uniforme: posizione del problema

Posizione del problema

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Ipotesi sulla soluzione (tensioni)

𝑇 𝑃 =

0 0 𝜏𝑧𝑥

0 0 𝜏𝑧𝑦

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 0

𝛕 ≠ 𝟎

𝜎𝑧 = 0

http://www.pcasini.it/


5. Torsione uniforme

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

Tensioni tangenziali 𝛕

𝑇 𝑃 =

0 0 𝜏𝑧𝑥

0 0 𝜏𝑧𝑦

𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧 0

𝛕 =  𝜏𝑧𝑥 𝑥, 𝑦 𝐢 + 𝜏𝑧𝑦 𝑥, 𝑦 𝐣 = 𝒄𝒐𝒔𝒕𝒛 

div 𝛕 = −
𝜕𝜎𝑧

𝜕𝑧

𝛕 ≠ 𝟎

𝜎𝑧 = 0

div 𝛕 = 0⇒

𝛕 ∙ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝛕 ⊥ 𝐧
n
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τ
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Problema Saint Venant: equazioni indefinite di equilibrio

(campo soleinodale)
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5. Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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• Ipotesi 1. Le sezioni non si deformano e ruotano rigidamente intorno all’asse 𝑧

• Ipotesi 2. L’angolo di rotazione delle sezioni è una funzione lineare di 𝑧:

𝜃 𝑧 = 𝛩𝑧

𝛩: angolo unitario di torsione 𝐿−1
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5. Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

𝜃 𝑧 = 𝛩𝑧

ቊ
𝑢 = 𝑢𝐺 − 𝜃𝑦
𝑣 = 𝑣𝐺 + 𝜃 𝑥

⇒
ቐ

𝑢 = −𝜃(𝑧)𝑦

𝑣 = 𝜃 𝑧 𝑥 
𝑤 = 0 

ቊ
𝑢𝐺 = 0
𝑣𝐺 = 0

⇒
ቐ

𝑢 = −𝛩𝑧𝑦
𝑣 = 𝛩𝑧𝑥 
𝑤 = 0 

𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦, 𝑧)

(𝑧)

𝛩𝑧

FGSR
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5. Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare: deformazioni

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

⇒

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝜀𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
, 𝛾𝑥𝑦 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝛾𝑧𝑥 =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝛾𝑧𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦

ቐ
𝑢 = −𝛩𝑧𝑦
𝑣 = 𝛩𝑧𝑥 
𝑤 = 0 

𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0, 𝜀𝑧 = 0,

𝛾𝑥𝑦 = 0, 𝛾𝑧𝑥 = −𝛩𝑦, 𝛾𝑧𝑦= 𝛩𝑥 

• Equazioni implicite di congruenza (caso generale)

• Sostituzione delle funzioni spostamento nelle equazioni implicite di congruenza

• Tensore della deformazione nel punto 𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦)

𝐸 𝑃 =
0 0 −𝛩𝑦
0 0 𝛩𝑥

−𝛩𝑦 𝛩𝑥 0

http://www.pcasini.it/


5. Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare: stato tensionale

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0, 𝜀𝑧 = 0,

𝛾𝑥𝑦 = 0, 𝛾𝑧𝑥 = −𝛩𝑦, 𝛾𝑧𝑦= 𝛩𝑥 

• Legge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

• Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

𝜀𝑥 = −
𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑧𝑦 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑦𝛾𝑧𝑥 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑥𝜀𝑦 = −

𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝜀𝑧 =

1

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑥𝑦 = 0

⇒
𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎𝑧 = 0, 𝜏𝑥𝑦 = 0

𝜏𝑧𝑥 = −𝐺𝛩𝑦, 𝜏𝑧𝑦 = 𝐺𝛩𝑥

• Tensore e rotore della tensione nel punto 𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦)

𝑇 𝑃 =
0 0 −𝐺𝛩𝑦
0 0 𝐺𝛩𝑥

−𝐺𝛩𝑦 𝐺𝛩𝑥 0

rot 𝛕 = 2𝐺𝛩𝐤=

𝐢 𝐣 𝐤
𝜕/𝜕𝑥 𝜕/𝜕𝑦 𝜕/𝜕𝑧
𝜏𝑧𝑥  𝜏𝑧𝑦 0
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𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0, 𝜀𝑧 = 0,

𝛾𝑥𝑦 = 0, 𝛾𝑧𝑥 = −𝛩𝑦, 𝛾𝑧𝑦= 𝛩𝑥 

• Legge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

• Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

𝜀𝑥 = −
𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑧𝑦 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑦𝛾𝑧𝑥 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑥𝜀𝑦 = −

𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝜀𝑧 =

1

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑥𝑦 = 0

⇒
𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎𝑧 = 0, 𝜏𝑥𝑦 = 0

𝜏𝑧𝑥 = −𝐺𝛩𝑦, 𝜏𝑧𝑦 = 𝐺𝛩𝑥

• Tensore e rotore della tensione nel punto 𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦)

𝑇 𝑃 =
0 0 −𝐺𝛩𝑦
0 0 𝐺𝛩𝑥

−𝐺𝛩𝑦 𝐺𝛩𝑥 0
rot 𝛕 = 2𝐺𝛩𝐤
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5. Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare: calcolo del parametro 𝛩 

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

• Condizioni di equivalenza statica alle basi

• Sostituzione delle componenti di tensione

⇒𝜏𝑧𝑥 = −𝐺𝛩𝑦, 𝜏𝑧𝑦 = 𝐺𝛩𝑥

• Rigidezza torsionale

𝑀𝑡 = න
𝒜

𝜏𝑧𝑦𝑥 − 𝜏𝑧𝑥𝑦 𝑑𝐴

𝑀𝑡 = න
𝒜

𝐺𝛩 𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝐴

𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦)

= 𝐺𝛩 න
𝒜

𝑟2𝑑𝐴

𝑀𝑡 = 𝐺𝛩𝐼𝑡 𝐼𝑡 = 𝐼𝑂 = න
𝒜

𝑟2𝑑𝐴 =
1

2
𝜋𝑅4

𝛩 =
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡

𝐺𝐼𝑡  →  Rigidezza torsionale 𝐹𝐿2

𝐸𝐴   →  Rigidezza assiale 𝐹

𝐺𝐴𝑡  →  Rigidezza di taglio 𝐹

𝐸𝐼  → Rigidezza flessionale 𝐹𝐿2

𝜀 =
𝑁

𝐸𝐴

𝜒 =
𝑀

𝐸𝐼
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Sezione circolare: verifica della soluzione trovata

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

• Soluzione (le altre incognite sono nulle):

• Equazioni implicite di congruenza 

𝜏𝑧𝑥 = −𝐺𝛩𝑦,
 𝜏𝑧𝑦= 𝐺𝛩𝑥 

𝑢 = −𝛩𝑧𝑦, 
𝑣 = 𝛩𝑧𝑥 

𝛾𝑧𝑥 = −𝐺𝛩𝑦,
 𝛾𝑧𝑦= 𝐺𝛩𝑥 

𝛩 =
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡

Verificate v

• Equazioni di legame costitutivo Verificate v

• Equazioni indefinite di equilibrio

𝛕 =  𝜏𝑧𝑥 𝑥, 𝑦 𝐢 + 𝜏𝑧𝑦 𝑥, 𝑦 𝐣 = 𝒄𝒐𝒔𝒕𝒛 div 𝛕 =
𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑦
= 0

𝛕 ∙ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

Verificata v

Verificata v

• Condizioni al contorno sul mantello 𝛤

Verificate v

• Condizioni al contorno sulle basi Verificate se 𝛩 =
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡
 con 𝐼𝑡 =

1

2
𝜋𝑅4v
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

• Ipotesi 1. Le sezioni non si deformano e ruotano rigidamente intorno all’asse 𝑧

• Ipotesi 2. L’angolo di rotazione delle sezioni è una funzione lineare di 𝑧:

𝜃 𝑧 = 𝛩𝑧

𝛩: angolo unitario di torsione 𝐿−1
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5. Torsione uniforme: sezione circolare

Sezione circolare: rappresentazione grafica dello stato tensionale

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

• Modulo del vettore 𝛕 

⇒

𝜏𝑧𝑥 = −𝐺𝛩𝑦, 𝜏𝑧𝑦 = 𝐺𝛩𝑥

𝛕 = 𝜏𝑧𝑥
2 + 𝜏𝑧𝑦

2

𝜏 𝑟 = 𝐺𝛩𝑟

= 𝐺𝛩 𝑥2 + 𝑦2 = 𝐺𝛩𝑟

𝜏 𝑟 =
𝑀𝑡

𝐼𝑡
𝑟

𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝜏 𝑅 =
𝑀𝑡

𝐼𝑡
𝑅

• Linea di flusso per il campo 𝛕: curva caratterizzata dal fatto che in ogni suo 
punto il vettore delle tensioni tangenziali risulta tangente ad essa

𝐼𝑡 =
1

2
𝜋𝑅4

𝛩 =
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡
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5. Torsione uniforme
• Posizione del problema

• Sezioni a simmetria polare

• Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica

• Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili

• Sezioni sottili aperte

• Sezioni sottili chiuse: 
  - Teoria approssimata di Bredt
  - Formule di Bredt
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Sezione di forma generica
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)
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Sezione di forma generica
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Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

Video ingobbamento
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione di forma generica

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

Ipotesi 1. Le sezioni ruotano intorno all’asse 𝑧 ma si deformano e non sono più 
piane: ingobbamento delle sezioni (la componente di spostamento 𝑤 in generale  
non è nulla)

Ipotesi 2. Le sezioni si ingobbano tutte allo stesso modo, la funzione 
ingobbamento non dipende dall’ascissa 𝑧

NB. Le sezioni a simmetria polare hanno dunque ingobbamento nullo
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione di forma generica

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Ipotesi sulla soluzione (spostamenti)

𝜃 𝑧 = 𝛩𝑧

ቐ

𝑢 = −𝜃 𝑧 𝑦 

𝑣 = 𝜃 𝑧 𝑥 
𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑦) 

⇒ ቐ

𝑢 = −𝛩𝑧𝑦 
𝑣 = 𝛩𝑧𝑥 
𝑤 = 𝛩𝛹(𝑥, 𝑦)

𝛩: angolo unitario di torsione (costante) 𝐿−1

𝛹(𝑥, 𝑦): funzione di ingobbamento 𝐿2
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: deformazioni

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

⇒

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝜀𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
, 𝛾𝑥𝑦 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝛾𝑧𝑥 =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝛾𝑧𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0, 𝜀𝑧 = 0,

𝛾𝑥𝑦 = 0, 𝛾𝑧𝑥 = 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑥
− 𝑦 , 𝛾𝑧𝑦= 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥

• Equazioni implicite di congruenza (caso generale)

• Sostituzione delle funzioni spostamento nelle equazioni implicite di congruenza

• Tensore della deformazione nel punto 𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦)

𝐸 𝑃 = 𝛩

0 0 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦

0 0 𝜕𝛹
𝜕𝑦

+ 𝑥

𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 𝜕𝛹
𝜕𝑦

+ 𝑥 0

ቐ
𝑢 = −𝛩𝑧𝑦 
𝑣 = 𝛩𝑧𝑥 
𝑤 = 𝛩𝛹(𝑥, 𝑦)
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: stato tensionale

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0, 𝜀𝑧 = 0,

𝛾𝑥𝑦 = 0, 𝛾𝑧𝑥 = 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑥
− 𝑦 , 𝛾𝑧𝑦= 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥

• Legge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

• Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

𝜀𝑥 = −
𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑧𝑦 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑦𝛾𝑧𝑥 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑥𝜀𝑦 = −

𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝜀𝑧 =

1

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑥𝑦 = 0

⇒

𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎𝑧 = 0, 𝜏𝑥𝑦 = 0

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 ,

 𝜏𝑧𝑦= 𝐺𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥  

• Tensore della tensione nel punto 𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦)

𝑇 𝑃 = 𝐺𝛩

0 0 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦

0 0 𝜕𝛹
𝜕𝑦

+ 𝑥

𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 𝜕𝛹
𝜕𝑦

+ 𝑥 0
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: stato tensionale

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0, 𝜀𝑧 = 0,

𝛾𝑥𝑦 = 0, 𝛾𝑧𝑥 = 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑥
− 𝑦 , 𝛾𝑧𝑦= 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥

• Legge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

• Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

𝜀𝑥 = −
𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑧𝑦 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑦𝛾𝑧𝑥 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑥𝜀𝑦 = −

𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝜀𝑧 =

1

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑥𝑦 = 0

⇒

𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎𝑧 = 0, 𝜏𝑥𝑦 = 0

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 ,

 𝜏𝑧𝑦= 𝐺𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥  

• Rotore della tensione nel punto 𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦)

rot 𝛕 = 2𝐺𝛩𝐤=

𝐢 𝐣 𝐤
𝜕/𝜕𝑥 𝜕/𝜕𝑦 𝜕/𝜕𝑧
𝜏𝑧𝑥  𝜏𝑧𝑦 0

= 𝐺𝛩 𝜕2𝛹
𝜕𝑥𝜕𝑦 

+ 1 − 𝜕2𝛹
𝜕𝑦𝜕𝑥 

+ 1 𝐤
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: stato tensionale

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 21

𝜀𝑥 = 0, 𝜀𝑦 = 0, 𝜀𝑧 = 0,

𝛾𝑥𝑦 = 0, 𝛾𝑧𝑥 = 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑥
− 𝑦 , 𝛾𝑧𝑦= 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥

• Legge di Hooke generalizzata (caso generale, problema di Saint Venant)

• Sostituzione delle componenti di deformazione nella legge di Hooke

𝜀𝑥 = −
𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑧𝑦 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑦𝛾𝑧𝑥 =

1

𝐺
𝜏𝑧𝑥𝜀𝑦 = −

𝜈

𝐸
𝜎𝑧 𝜀𝑧 =

1

𝐸
𝜎𝑧 𝛾𝑥𝑦 = 0

⇒

𝜎𝑥 = 𝜎𝑦 = 𝜎𝑧 = 0, 𝜏𝑥𝑦 = 0

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 ,

 𝜏𝑧𝑦= 𝐺𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥  

• Rotore della tensione nel punto 𝑃 ≡ (𝑥, 𝑦)

rot 𝛕 = 2𝐺𝛩𝐤
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: calcolo della funzione ingobbamento 𝛹(𝑥, 𝑦) 

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

• Equazioni indefinite di equilibrio

• Problema con condizioni al contorno di Neumann

div 𝛕 = 0 ⇒
𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑧𝑦

𝜕𝑦
= 0

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 ,

 𝜏𝑧𝑦= 𝐺𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥  

⇒
𝜕2𝛹
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝛹

𝜕𝑦2 = 0, 𝑃 ∈ 𝒜

𝛕 ∙ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

• Condizioni al contorno sul mantello 𝛤

⇒ 𝛼 𝜕𝛹

𝜕𝑥
− 𝑦 + 𝛽 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝜕2𝛹
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝛹

𝜕𝑦2 = 0,  𝑃 ∈ 𝒜

𝛼 𝜕𝛹

𝜕𝑥
− 𝑦 + 𝛽 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

⇒ Determinazione di 𝛹(𝑥, 𝑦) 

(Soluzione in forma chiusa ad es. per sezioni a 
simmetria polare, ellittiche, triangolari isosceli 
o equilatere, cfr. cap. 20)
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: parametro 𝛩 e inerzia torsionale 𝐼𝑡  
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• Condizioni di equivalenza statica alle basi

• Sostituzione delle componenti di tensione

• Rigidezza torsionale

𝑀𝑡 = න
𝒜

𝜏𝑧𝑦𝑥 − 𝜏𝑧𝑥𝑦 𝑑𝐴

𝑀𝑡 = න
𝒜

𝐺𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑦

𝑥 + 𝑥2 + 𝜕𝛹
𝜕𝑥

𝑦 + 𝑦2 𝑑𝐴

𝑀𝑡 = 𝐺𝛩𝐼𝑡 𝐼𝑡 = න
𝒜

𝑥2 + 𝑦2 + 𝜕𝛹
𝜕𝑦

𝑥 + 𝜕𝛹
𝜕𝑥

𝑦 𝑑𝐴

𝛩 =
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡

𝐺𝐼𝑡  →  Rigidezza torsionale 𝐹𝐿2

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 ,

 𝜏𝑧𝑦= 𝐺𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥  

= 𝐺𝛩 න
𝒜

𝑥2 + 𝑦2 + 𝜕𝛹
𝜕𝑦

𝑥 + 𝜕𝛹
𝜕𝑥

𝑦 𝑑𝐴

= 𝐼𝑂 + න
𝒜

𝜕𝛹
𝜕𝑦

𝑥 + 𝜕𝛹
𝜕𝑥

𝑦 𝑑𝐴
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Sezione generica: verifica della soluzione trovata

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

• Soluzione (le altre incognite sono nulle):

• Equazioni implicite di congruenza 

𝜏𝑧𝑥 = −𝐺𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 ,

 𝜏𝑧𝑦= 𝐺𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥   

𝑢 = −𝛩𝑧𝑦, 
𝑣 = 𝛩𝑧𝑥, 
𝑤 = 𝛩𝛹(𝑥, 𝑦)

𝛾𝑧𝑥 = 𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 ,

 𝛾𝑧𝑦= 𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥  

𝛩 =
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡

Verificate v

• Equazioni di legame costitutivo Verificate v

• Equazioni indefinite di equilibrio

𝛕 =  𝜏𝑧𝑥 𝑥, 𝑦 𝐢 + 𝜏𝑧𝑦 𝑥, 𝑦 𝐣 = 𝒄𝒐𝒔𝒕𝒛 div 𝛕 =
𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑦
= 0

𝛕 ∙ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

Verificata v

Verificata se 𝛹(𝑥, 𝑦) è soluzione 
del prob. di Neumann v• Condizioni al contorno sul mantello 𝛤

Verificata se 𝛹(𝑥, 𝑦) è soluzione del prob. di Neumann v

• Condizioni al contorno sulle basi 
Verificate se 𝛩 =

𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡
 con 𝐼𝑡 = 𝐼𝑂 + 𝒜׬

𝜕𝛹

𝜕𝑦
𝑥 + 𝜕𝛹

𝜕𝑥
𝑦 𝑑𝐴 v
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5. Torsione uniforme: sezione generica

Esempio: sezione ellittica
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• Soluzione funzione ingobbamento:

Equazione della frontiera 𝜕𝒜: 
𝑥2

𝑝2 +
𝑦2

𝑞2 = 1

𝛹 𝑥, 𝑦 = 𝑘𝑥𝑦

𝑘 = −
𝑝2 − 𝑞2

𝑝2 + 𝑞2
≤ 0

http://www.pcasini.it/


5. Torsione uniforme: sezione generica

Esempio: sezione ellittica
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• Soluzione:
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5. Torsione uniforme
• Posizione del problema

• Sezioni a simmetria polare

• Sezioni di forma qualsiasi, analogia idrodinamica

• Sezioni rettangolari sottili, sezioni rettificabili

• Sezioni sottili aperte

• Sezioni sottili chiuse: 
  - Teoria approssimata di Bredt
  - Formule di Bredt

• Esercizi (sito: E20, testo: §20.10-20.12)

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

Lezione
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5. Torsione uniforme: analogia idrodinamica

Sezione generica: analogia idrodinamica

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

• Equazioni per il vettore tensione tangenziale 𝛕 

𝑀𝑡 = න
𝒜

𝜏𝑧𝑦𝑥 − 𝜏𝑧𝑥𝑦 𝑑𝐴rot 𝛕 = 2𝐺𝛩𝐤

div 𝛕 = 0, 𝑃 ∈ 𝒜 𝛕 ∙ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

• Problema con condizioni al contorno di Neumann

𝜕2𝛹
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝛹

𝜕𝑦2 = 0,  𝑃 ∈ 𝒜

𝛼 𝜕𝛹

𝜕𝑥
− 𝑦 + 𝛽 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝜏𝑧𝑥 = 𝐺𝛩 𝜕𝛹
𝜕𝑥

− 𝑦 ,

 𝜏𝑧𝑦= 𝐺𝛩 𝜕𝛹

𝜕𝑦
+ 𝑥  

• Soluzione (tensioni)

𝛩 =
𝑀𝑡

𝐺𝐼𝑡

𝐼𝑡 = 𝐼𝑂 + න
𝒜

𝜕𝛹
𝜕𝑦

𝑥 + 𝜕𝛹
𝜕𝑥

𝑦 𝑑𝐴
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5. Torsione uniforme: analogia idrodinamica

Sezione generica: analogia idrodinamica
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5. Torsione uniforme: analogia idrodinamica

Sezione generica: analogia idrodinamica

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

• Equazioni campo velocità 𝐯 

𝜔 = න
𝒜

𝑣𝑦𝑥 − 𝑣𝑥𝑦 𝑑𝐴rot 𝐯 = 𝑐𝐤

div 𝐯 = 0 𝐯 ∙ 𝐧 = 0, 𝑃 ∈ 𝛤

𝐯 𝛕

𝛚 𝐌𝐭

• Analogia idrodinamica:
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5. Torsione uniforme: analogia idrodinamica

Sezione generica: analogia idrodinamica

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 20

• Le linee di flusso sono curve chiuse (campo soleinodale: div 𝛕 = 0)

• Le linee di flusso si addensano in corrispondenza di restringimenti

• Le tensioni tangenziali (tangenti alle linee di flusso) sono orientate in modo da 
percorrere le linee di flusso nel verso del momento torcente

• Nelle sezioni sottili chiuse, le tensioni tangenziali sono parallele alla linea media e 
uniformi lungo la corda: l’intensità delle tensioni è inversamente proporzionale 
alla lunghezza della corda (spessore)

• Nelle sezioni sottili aperte, le tensioni tangenziali sono parallele alla linea media, 
variano linearmente lungo la corda, sono massime ai bordi e nulle sulla linea media 
(distribuzione ‘a farfalla’)
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