
E-mail: p.casini@uniroma1.it
pagina web: www.pcasini.it/disg/sdc

Testo di riferimento: 
Paolo Casini, Marcello Vasta. Scienza delle Costruzioni, 

CittàStudi DeAgostini, 4° Edizione, 2020

Facoltà di Ingegneria Civile e Industriale

Ambiente e Territorio, Sicurezza

Scienza delle Costruzioni

Paolo Casini 

Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica

Università di Roma La Sapienza

mailto:p.casini@uniroma1.it
http://www.pcasini.it/disg/sdc


Parte II - Il modello di trave elastica 1D

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parte II

Lezione

• Obiettivi. Definizioni. Notazioni

• Cinematica della trave
• Statica della trave
• Materiale: legame costitutivo
• Problema elastico

http://www.pcasini.it/


Parte II - Il modello di trave elastica 1D

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parte II

Lezione

• Obiettivi. Definizioni. Notazioni

• Cinematica della trave
• Statica della trave
• Materiale: legame costitutivo
• Problema elastico

http://www.pcasini.it/


Parte II - Il modello di trave elastica 1D

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parte II

Lezione

• Obiettivi. Definizioni. Notazioni

• Cinematica della trave
• Statica della trave
• Materiale: legame costitutivo
• Problema elastico

http://www.pcasini.it/


Parte II - Il modello di trave elastica 1D

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, parte II

Lezione

• Obiettivi. Definizioni. Notazioni

• Cinematica della trave
• Statica della trave
• Materiale: legame costitutivo
• Problema elastico

http://www.pcasini.it/


3. Materiale: legame costitutivo

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 7

• Obiettivi
• Prova uniassiale
• Fenomenologia

 - materiali duttili
 - materiali fragili
• Comportamento elastico lineare

 - Legge di Hooke
• Equazioni di legame costitutivo per la trave

Parte II - Il modello di trave elastica 1D
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3. Legame costitutivo: obiettivi

𝑁 𝑧 𝜀 𝑧       ?

𝑇 𝑧 𝛾 𝑧       ?

𝑀 𝑧 𝜒 𝑧      ?

Materiale?

Indagini sperimentali:

- prova uniassiale

- prova a torsione
Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 7
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forza interna deformazione 
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3. Legame costitutivo: prova uniassiale

𝜀 =
∆𝑙

𝑙0
=

𝑙 −  𝑙0

𝑙0
𝜎 =

𝑁

𝐴0
≅

𝑁

𝐴
[𝐹𝐿−2] [0]



3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili

𝜀 =
∆𝑙

𝑙0
=

𝑙 −  𝑙0

𝑙0

o-p →   comportamento elastico lineare
𝒐 →   stato iniziale
𝒑 →   limite di proporzionalità

FASE ELASTICA

𝜎 =
𝑁

𝐴0
≅

𝑁

𝐴
[𝐹𝐿−2] [0]



3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili

𝜀 =
∆𝑙

𝑙0
=

𝑙 −  𝑙0

𝑙0

o-p →   comportamento elastico lineare
𝒐 →   stato iniziale
𝒑 →   limite di proporzionalità

p-y →   comportamento elast. non lineare
𝒚 →   limite di elasticità

FASE ELASTICA

𝜎 =
𝑁

𝐴0
≅

𝑁

𝐴
[𝐹𝐿−2] [0]



3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili

𝜀 =
∆𝑙

𝑙0
=

𝑙 −  𝑙0

𝑙0

y-s →  snervamento

FASE PLASTICA
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𝐴0
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𝑁

𝐴
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3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili

𝜀 =
∆𝑙

𝑙0
=

𝑙 −  𝑙0

𝑙0

s-m →  incrudimento
𝒓 →   punto di rottura

FASE PLASTICA

𝜎 =
𝑁

𝐴0
<

𝑁

𝐴

𝐴 < 𝐴0

A0
A

[𝐹𝐿−2] [0]



3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili

SIMMETRIA

𝜇 = 𝜀𝑟 − 𝜀𝑦

DUTTILITA’

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 7
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3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali fragili

N

l

l0 l

A

A0

A

A0

𝒕 →   punto di rottura a trazione
𝒄 →   punto di rottura a compressione

εεT

εC

σ

σC

σT t

c



3. Legame costitutivo: legame elastico lineare

ε

σ

®

𝐸 = tan 𝛼   →  Modulo di Young [𝐹𝐿−2]

𝜎 = 𝐸𝜀

𝜀 =
𝜎

𝐸

𝜎 = 𝑚 𝜀 =  tan 𝛼 𝜀 
(equazione cartesiana della retta 

passante per l’origine di coefficiente 

angolare 𝑚)

→  Legge di Hooke

𝐸2 > 𝐸1

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, cap. 7
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3. Legame costitutivo: legame elastico lineare
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3. Legame costitutivo: legge di Hooke per la trave

→

𝜀 =
𝜎

𝐸

𝜎 =
𝑁

𝐴

𝜀 =
𝑁

𝐸𝐴

provino Elemento infinitesimo

𝜀 𝑧 =
𝑁(𝑧)

𝐸𝐴
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dz
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forza interna deformazione 



3. Legame costitutivo: equazioni costitutive per la trave 
elastica

𝜀 𝑧 =
𝑁(𝑧)

𝐸𝐴

𝛾 𝑧 =
𝑇(𝑧)

𝐺𝐴𝑡

𝜒 𝑧 =
𝑀(𝑧)

𝐸𝐼

𝐸   →  Modulo di Young 𝐹𝐿−2

𝐺   →  Modulo di rigidezza tangenziale [𝐹𝐿−2]

𝐴   →  Area 𝐿2

𝐴𝑡  →  Area di taglio 𝐿2

𝐼 = 𝐼𝑥  →  Momento d’inerzia rispetto all’asse 

    locale 𝑥 [𝐿4]

Caratteristiche del materiale

Caratteristiche della sezione retta

𝐸𝐴   →  Rigidezza assiale 𝐹

𝐺𝐴𝑡  →  Rigidezza di taglio 𝐹

𝐸𝐼  → Rigidezza flessionale 𝐹𝐿2

Rigidezze della trave

𝐸𝐴 → ∞    Trave inestensibile elasticamente

𝐺𝐴𝑡 → ∞ Trave indeformabile a taglio  

     (Eulero-Bernouilli)



3. Legame costitutivo: equazioni costitutive in presenza 

di deformazioni anelastiche 𝜀𝑡, 𝛾𝑡, 𝜒𝑡  

𝜀 𝑧 =
𝑁(𝑧)

𝐸𝐴

𝛾 𝑧 =
𝑇(𝑧)

𝐺𝐴𝑡

𝜒 𝑧 =
𝑀(𝑧)

𝐸𝐼

+𝜀𝑡 𝑧

+𝛾𝑡 𝑧

+𝜒𝑡 𝑧

𝜀𝑡 𝑧 = 𝛼Δ𝑇

Esempio: variazione di temperatura uniforme

𝐸   →  Modulo di Young 𝐹𝐿−2

𝛼   →  coeff. di diltazione termica [𝑇−1]

Caratteristiche del materiale

𝛾𝑡 𝑧 = 0
𝜒𝑡 𝑧 = 0
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𝜀𝑡 𝑧 = 𝛼
𝑇2 + 𝑇1

2

Esempio: temperatura variabile linearmente
lungo l’altezza h della sezione  da 𝑻𝟏 a 𝑻𝟐 > 𝑻𝟏

𝛾𝑡 𝑧 = 0

𝜒𝑡 𝑧 = 2𝛼
𝑇2 − 𝑇1

ℎ



3. Legame costitutivo: equazioni costitutive in presenza 

di deformazioni anelastiche 𝜀𝑡, 𝛾𝑡, 𝜒𝑡  

𝜀 𝑧 =
𝑁(𝑧)

𝐸𝐴

𝛾 𝑧 =
𝑇(𝑧)

𝐺𝐴𝑡

𝜒 𝑧 =
𝑀(𝑧)

𝐸𝐼

+𝛼
𝑇2 + 𝑇1

2

+2𝛼
𝑇2 − 𝑇1

ℎ

𝜀𝑡 𝑧 = 𝛼
𝑇2 + 𝑇1

2

Esempio: temperatura variabile linearmente
lungo l’altezza h della sezione  da 𝑻𝟏 a 𝑻𝟐 > 𝑻𝟏

𝛾𝑡 𝑧 = 0

𝜒𝑡 𝑧 = 2𝛼
𝑇2 − 𝑇1

ℎ


	Diapositiva 1
	Diapositiva 2: Parte II - Il modello di trave elastica 1D
	Diapositiva 3: Parte II - Il modello di trave elastica 1D
	Diapositiva 4: Parte II - Il modello di trave elastica 1D
	Diapositiva 5: Parte II - Il modello di trave elastica 1D
	Diapositiva 6: 3. Materiale: legame costitutivo
	Diapositiva 7: 3. Legame costitutivo: obiettivi
	Diapositiva 8: 3. Legame costitutivo: prova uniassiale
	Diapositiva 9: 3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili
	Diapositiva 10: 3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili
	Diapositiva 11: 3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili
	Diapositiva 12: 3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili
	Diapositiva 13: 3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili
	Diapositiva 14: 3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali duttili
	Diapositiva 15: 3. Legame costitutivo: fenomenologia materiali fragili
	Diapositiva 16: 3. Legame costitutivo: legame elastico lineare
	Diapositiva 17: 3. Legame costitutivo: legame elastico lineare
	Diapositiva 18: 3. Legame costitutivo: legge di Hooke per la trave
	Diapositiva 19: 3. Legame costitutivo: equazioni costitutive per la trave elastica
	Diapositiva 20: 3. Legame costitutivo: equazioni costitutive in presenza di deformazioni anelastiche epsilon minuscolo pedice t , gamma pedice t , chi pedice t  
	Diapositiva 21: 3. Legame costitutivo: equazioni costitutive in presenza di deformazioni anelastiche epsilon minuscolo pedice t , gamma pedice t , chi pedice t  
	Diapositiva 22: 3. Legame costitutivo: equazioni costitutive in presenza di deformazioni anelastiche epsilon minuscolo pedice t , gamma pedice t , chi pedice t  
	Diapositiva 23: 3. Legame costitutivo: equazioni costitutive in presenza di deformazioni anelastiche epsilon minuscolo pedice t , gamma pedice t , chi pedice t  

