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Contenuti del corso

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 1 4 1

Ci occupiamo della struttura portante delle costruzioni. La 
struttura è quella parte della costruzione che ha la funzione di 
resistere alle sollecitazioni dell’ambiente esterno garantendo 
che la costruzione nel suo complesso sia sicura e efficiente

Costruzione Struttura portante

http://www.pcasini.it/


2.1 Parole chiave

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 1 11 1

Analisi strutturale: analisi e caratterizzazione della risposta strutturale cioè del 

comportamento meccanico manifestato dalla struttura in risposta alle azioni esterne.

Azioni

Esterne

Struttura Risposta 

Strutturale

• forze esterne,

• variazioni termiche,

• cedimenti vincolari,

 etc.

• geometria,

• materiali costitutivi,

• condizioni di vincolo,

 etc.

INCOGNITE

• spostamenti, 

deformazioni

• forze interne, 

tensioni

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido: obiettivi

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

C : configurazione iniziale

C’ : configurazione finale

Trasporto f
f: C → C’ 

Obiettivi: Definire per il modello le grandezze fisiche e gli strumenti atti a caratterizzare i 

cambiamenti di configurazione (da C a C’) di un corpo rigido o di un sistema di corpi rigidi

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido: FGSR

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

FGSR per spostamenti piani: riepilogo

FGSR in forma scalare

ቊ
𝑢 = 𝑢𝑂 − 𝜃𝑦
𝑣 = 𝑣𝑂 + 𝜃 𝑥

𝐮 = 𝐮𝑶 + 𝛀𝑹𝐱
FGSR in forma matriciale

Vettore spostamenti 
generalizzati

𝐪 =
𝑢𝑂

𝑣𝑂

𝜃

Numero di g.d.l: 𝑛 = 3

𝐮𝑃= 𝐮𝑂+𝛉 × 𝑶𝑷
FGSR in forma vettoriale

(3x1)

(origine coincidente con il polo)

Ogni generico spostamento 
piano (infinitesimo) è 
riconducibile ad una 
rotazione rigida intorno ad 
un punto 𝑪𝑹 detto centro 
assoluto di rotazione

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido: spostamenti piani

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

Sistemi di corpi rigidi, spostamenti piani. 

𝑛𝐶=4 

𝐶𝑖 ,  𝑖 = 1, … ,4

𝐶1

𝐶2

𝐶3

𝐶4

Osservazione. Se un sistema di corpi rigidi si sposta nel piano, nell’ipotesi di piccoli 

spostamenti allora:

a) ogni corpo che non rimane fermo ruota rigidamente attorno ad un centro di rotazione 

assoluto 𝐶𝑅𝑖  (eventualmente improprio in caso di corpo che trasla). 

b) Per ogni coppia di corpi i e j esiste un centro relativo 𝐶𝑖𝑗 definito come sopra.

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

• Obiettivi
• Spostamento rigido

 - traslazione
 - rotazione
 - rototraslazione

• Formula Generale dello Spostamento Rigido (FGSR)
• I vincoli: prestazioni cinematiche
• Il problema cinematico
• Classificazione cinematica
• Esercizi (sito: E01-E03, testo: §2.7-2.8)

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

Definizioni. Gli elementi strutturali devono essere collegati fra di loro e con gli elementi 

fissi esterni alla struttura (suolo). I dispositivi di connessione che realizzano ciò sono detti 

vincoli. I vincoli che collegano gli elementi strutturali con il suolo sono detti esterni, i vincoli 

che collegano due o più elementi della stessa struttura sono detti interni.

Modello dei vincoli. I vincoli sono modellati assimilandoli a dispositivi ideali che 

presentano le seguenti caratteristiche: sono puntiformi, lisci (privi di attrito) e bilaterali. Si 

ammetterà inoltre valida l’ipotesi dei piccoli spostamenti.

Prestazioni cinematiche. Dal punto di vista cinematico i vincoli pongono delle limitazioni 

agli spostamenti dei punti e/o alle rotazioni dei corpi cui sono applicati, riducendo il numero 

di gradi di libertà del sistema. 

Vincoli esterni Vincoli interni

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

Molteplicità cinematica 𝒎. Analiticamente le prescrizioni cinematiche dei vincoli si 

traducono in equazioni algebriche lineari sugli spostamenti generalizzati: si definisce 

molteplicità cinematica del vincolo il numero m di equazioni scalari indipendenti che ne 

caratterizzano le prestazioni cinematiche.

Tipologie ideali di vincolo. In base al tipo di prescrizioni cinematiche e alla molteplicità m 

si possono distinguere diverse tipologie di vincolo (esterni o interni), ad esempio: 

• Pendolo o biella, 𝑚 = 1 (vincolo semplice)

• Carrello, 𝑚 = 1 (vincolo semplice)

• Cerniera, 𝑚 = 2 (vincolo doppio)

• Glifo o doppio pendolo, 𝑚 = 2 (vincolo doppio)

• Incastro, 𝑚 = 3 (vincolo triplo)

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Vincoli esterni

Vincoli interni fra due corpi

Un vincolo esterno applicato in un punto 
𝐴 del corpo può imporre delle condizioni 
al vettore spostamento 𝐮𝐴 del punto 𝐴 in 
cui è applicato e alla rotazione 𝜃 del 
corpo:

Condizioni su 𝐮𝐴 e/o 𝜃

Condizioni sugli scalari 𝑢𝐴 e/o 𝑣𝐴 e/o 𝜃

Condizioni sul centro assoluto 𝐶𝑅

Un vincolo interno applicato in un punto 
𝐴 ≡ 𝐴1 ≡ 𝐴2 di due corpi può imporre 
condizioni al vettore spostamento 
relativo ∆𝐮𝐴= 𝐮𝐴2 − 𝐮𝐴1  e alla 
rotazione relativa ∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1:

Condizioni su ∆𝐮𝐴 e/o ∆𝜃

Condizioni sugli scalari ∆𝑢𝐴 e/o ∆𝑣𝐴 e/o 

∆𝜃

Condizioni sul centro relativo  𝐶12

𝐴 ≡ 𝐴1 ≡ 𝐴2
∆𝐮𝐴= 𝐮𝐴2 − 𝐮𝐴1

∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Vincoli esterni

Vincoli interni fra due travi

Un vincolo esterno applicato in un punto 
𝐴 del corpo può imporre delle condizioni 
al vettore spostamento 𝐮𝐴 del punto 𝐴 in 
cui è applicato e alla rotazione 𝜃 del 
corpo:

Condizioni su 𝐮𝐴 e/o 𝜃

Condizioni sugli scalari 𝑢𝐴 e/o 𝑣𝐴 e/o 𝜃

Condizioni sul centro assoluto 𝐶𝑅

Un vincolo interno applicato in un punto 
𝐴 ≡ 𝐴1 ≡ 𝐴2 di due corpi può imporre 
condizioni al vettore spostamento 
relativo ∆𝐮𝐴= 𝐮𝐴2 − 𝐮𝐴1  e alla 
rotazione relativa ∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1:

Condizioni su ∆𝐮𝐴 e/o ∆𝜃

Condizioni sugli scalari ∆𝑢𝐴 e/o ∆𝑣𝐴 e/o 

∆𝜃

Condizioni sul centro relativo  𝐶12

𝐴 ≡ 𝐴1 ≡ 𝐴2
∆𝐮𝐴= 𝐮𝐴2 − 𝐮𝐴1

∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1

1

2
A1

A2

1
2

A



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Carrello esterno

Carrello interno



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Carrello esterno

Carrello interno



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Carrello esterno

𝑟𝐴 asse del carrello

𝑠𝐴 asse di scorrimento

𝐮𝑨 ⊥ 𝐧𝑨

𝜃 ≠ 0
𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 0

𝜃 ≠ 0 ቐ
𝑢𝐴 ≠ 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 ≠ 0

 𝑚 = 1

𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐴



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Carrello esterno

Carrello interno

𝑟𝐴 asse del carrello

𝑠𝐴 asse di scorrimento

𝐮𝑨 ⊥ 𝐧𝑨

𝜃 ≠ 0
𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 0

𝜃 ≠ 0 ቐ
𝑢𝐴 ≠ 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 ≠ 0

 𝑚 = 1

𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐴

∆𝐮𝑨= 𝐮𝑨𝟐 − 𝐮𝑨𝟏

∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1

∆𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 𝟎
∆𝜃 ≠ 0

ቐ

𝑢𝐴2 − 𝑢𝐴1 ≠ 0
𝑣𝐴2 − 𝑣𝐴1 = 0

𝜃2 − 𝜃1 ≠ 0
 𝑚 = 1

𝐶12 ∈ 𝑟𝐴

1

2
A1

A2



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Carrello esterno

Carrello interno

𝑟𝐴 asse del carrello

𝑠𝐴 asse di scorrimento

𝐮𝑨 ⊥ 𝐧𝑨

𝜃 ≠ 0
𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 0

𝜃 ≠ 0 ቐ
𝑢𝐴 = 0
𝑣𝐴 ≠ 0
𝜃 ≠ 0

 𝑚 = 1

𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐴

∆𝐮𝑨= 𝐮𝑨𝟐 − 𝐮𝑨𝟏

∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1

∆𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 𝟎
∆𝜃 ≠ 0

ቐ

𝑢𝐴2 − 𝑢𝐴1 = 0
𝑣𝐴2 − 𝑣𝐴1 ≠ 0

𝜃2 − 𝜃1 ≠ 0
 𝑚 = 1

𝐶12 ∈ 𝑟𝐴

1

2
A1

A2



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Pendolo (biella) esterno

Pendolo (biella) interno

𝑟𝐴 asse del pendolo

𝑠𝐴 asse di scorrimento

𝐮𝑨 ⊥ 𝐧𝑨

𝜃 ≠ 0
𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 0

𝜃 ≠ 0 ቐ
𝑢𝐴 ≠ 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 ≠ 0

 𝑚 = 1

𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐴

∆𝐮𝑨= 𝐮𝑨𝟐 − 𝐮𝑨𝟏

∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1

∆𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 0
∆𝜃 ≠ 0

ቐ

𝑢𝐴2 − 𝑢𝐴1 ≠ 0
𝑣𝐴2 − 𝑣𝐴1 = 0

𝜃2 − 𝜃1 ≠ 0
 𝑚 = 1

𝐶12 ∈ 𝑟𝐴

A

rA

sA

nA

mA

u
v
µ

x

y

A

rA

sA

nA

mA

1

2 1

2
A1

A2



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Cerniera esterna

Cerniera interna



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Cerniera esterna



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Cerniera esterna

𝑛𝑜𝑛 𝑐𝑖 𝑠𝑜𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖 
𝑝𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑧𝑖𝑎𝑙𝑖

𝐮𝑨 = 𝟎
𝜃 ≠ 0 ቐ

𝑢𝐴 = 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 ≠ 0

 𝑚 = 2

𝐶𝑅 ≡ 𝐴



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Cerniera esterna

Cerniera interna

𝑛𝑜𝑛 𝑐𝑖 𝑠𝑜𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖 
𝑝𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑧𝑖𝑎𝑙𝑖

𝐮𝑨 = 𝟎
𝜃 ≠ 0 ቐ

𝑢𝐴 = 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 ≠ 0

 𝑚 = 2

𝐶𝑅 ≡ 𝐴

∆𝐮𝑨= 𝐮𝑨𝟐 − 𝐮𝑨𝟏

∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1

∆𝐮𝑨= 𝟎
∆𝜃 ≠ 0

ቐ

𝑢𝐴2 − 𝑢𝐴1 = 0
𝑣𝐴2 − 𝑣𝐴1 = 0

𝜃2 − 𝜃1 ≠ 0
 𝑚 = 2

𝐶12 = 𝐴

1

2
A1

A2



1. Cinematica del corpo rigido: FGSR (sistemi)

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

Sistemi di corpi rigidi, centro rotazione relativa. Presi due corpi i e j di un sistema si 

definisce centro di rotazione relativa o semplicemente centro relativo 𝐶𝑖𝑗 il punto attorno a cui 

un osservatore solidale al corpo i vede ruotare il corpo j o viceversa.

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido: FGSR (sistemi)

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

Sistemi di corpi rigidi, centro rotazione relativa. Presi due corpi i e j di un sistema si 

definisce centro di rotazione relativa o semplicemente centro relativo 𝐶𝑖𝑗 il punto attorno a cui 

un osservatore solidale al corpo i vede ruotare il corpo j o viceversa.

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Glifo o doppio pendolo esterno

Glifo o doppio pendolo interno



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Glifo o doppio pendolo esterno



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Glifo o doppio pendolo esterno

𝐮𝑨 ⊥ 𝐧𝑨

𝜃 = 0
𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 0

𝜃 = 0 ൝
𝑢𝐴 ≠ 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 = 0 

𝑚 = 2

𝐶𝑅 ≡ 𝐶𝑟∞
𝑟𝐴 asse del glifo

𝑠𝐴 asse di scorrimento



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Glifo o doppio pendolo esterno

Glifo o doppio pendolo interno

𝑟𝐴 asse del glifo

𝑠𝐴 asse di scorrimento

𝐮𝑨 ⊥ 𝐧𝑨

𝜃 = 0
𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 0

𝜃 = 0 ൝
𝑢𝐴 ≠ 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 = 0 

𝑚 = 2

𝐶𝑅 ≡ 𝐶𝑟∞

∆𝐮𝑨= 𝐮𝑨𝟐 − 𝐮𝑨𝟏

∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1

∆𝐮𝑨 ∙ 𝐧𝑨 = 0
∆𝜃 = 0

ቐ

𝑢𝐴2 − 𝑢𝐴1 ≠ 0
𝑣𝐴2 − 𝑣𝐴1 = 0

𝜃2 − 𝜃1 = 0
 𝑚 = 2

𝐶12 ≡ 𝐶𝑟∞

1

2
A1

A2



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Incastro esterno

𝑛𝑜𝑛 𝑐𝑖 𝑠𝑜𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖 
𝑝𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑧𝑖𝑎𝑙𝑖

𝐮𝑨 = 𝟎
𝜃 = 0 ൝

𝑢𝐴 = 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 = 0

 𝑚 = 3

𝐶𝑅 non esiste

Il corpo non può spostarsi 

𝐶𝑅 ≡ 𝐴 

𝐶𝑅 → ∞
Condizioni non compatibili: 𝐶𝑅∄



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Incastro esterno

Incastro interno (vincolo di continuità)

𝑛𝑜𝑛 𝑐𝑖 𝑠𝑜𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑧𝑖𝑜𝑛𝑖 
𝑝𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑧𝑖𝑎𝑙𝑖

𝐮𝑨 = 𝟎
𝜃 = 0 ൝

𝑢𝐴 = 0
𝑣𝐴 = 0
𝜃 = 0

 𝑚 = 3

𝐶𝑅 non esiste

∆𝐮𝑨= 𝐮𝑨𝟐 − 𝐮𝑨𝟏

∆𝜃 = 𝜃2 − 𝜃1

∆𝐮𝑨= 𝟎
∆𝜃 = 0

ቐ

𝑢𝐴2 − 𝑢𝐴1 = 0
𝑣𝐴2 − 𝑣𝐴1 = 0
𝜃2 − 𝜃1 = 0 

𝑚 = 3

𝐶12∄

Il corpo non può spostarsi 

1

2
A1

A2



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Vincoli interni che connettono più di due corpi

Rappresentazione grafica

𝑚 = 𝑛𝑉(𝑛𝐶-1)

Molteplicità

𝑚 = 2(4-1)=6

Cerniera che collega 
due travi alle estremità

Cerniera che collega 
due travi non alle estremità

Cerniera che collega 
tre travi alle estremità

𝑚 = 2
𝑚 = 2 𝑚 = 4



1. Cinematica del corpo rigido: i vincoli

Cedimenti vincolari

Modello: esempi

Cedimento carrello Cedimento angolare incastroCedimento cerniera

ቐ

𝑢𝐴 = 0
𝑣𝐴 = 0

𝜃 = − ത𝜑 

൝
𝑢𝐴 = 0

𝑣𝐴 = −𝑠
𝜃 ≠ 0 

൝

𝑢𝐴 = 𝑠
𝑣𝐴 ≠ 0
𝜃 ≠ 0 



1. Cinematica del corpo rigido: FGSR

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

FGSR per spostamenti piani: riepilogo

FGSR in forma scalare

ቊ
𝑢 = 𝑢𝑂 − 𝜃𝑦
𝑣 = 𝑣𝑂 + 𝜃 𝑥

𝐮 = 𝐮𝑶 + 𝛀𝑹𝐱
FGSR in forma matriciale

Vettore spostamenti 
generalizzati

𝐪 =
𝑢𝑂

𝑣𝑂

𝜃

Numero di g.d.l: 𝑛 = 3

𝐮𝑃= 𝐮𝑂+𝛉 × 𝑶𝑷
FGSR in forma vettoriale

(3x1)

(origine coincidente con il polo)

Ogni generico spostamento 
piano (infinitesimo) è 
riconducibile ad una 
rotazione rigida intorno ad 
un punto 𝑪𝑹 detto centro 
assoluto di rotazione

http://www.pcasini.it/


1. Cinematica del corpo rigido

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

Esercizio: 
trovare, se esiste, il centro di rotazione nei seguenti corpi rigidi vincolati 

A B

C𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐴

𝑟𝐴

A B

C

𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐶

𝐶𝑅 𝑟𝑐

A
B

C

A
B

C

𝑟𝐴

𝑟𝐶

𝐶𝑅∞

𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐴

𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐶

Cerniera ideale Glifo ideale
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1. Cinematica del corpo rigido

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

Esercizio: 
trovare, se esiste, il centro di rotazione nel seguente corpo rigido vincolato 

A

B

C

𝑟𝐶
∄𝐶𝑅

⇒ 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐶 

𝐶𝑅 ≡ 𝐴

Trave semplicemente appoggiata (non sono 
possibili spostamenti compatibili con i vincoli)
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1. Cinematica del corpo rigido

Paolo Casini,   Dipartimento di Ingegneria Strutturale e Geotecnica. www.pcasini.it libro di testo, § 2

Esercizio: 
trovare, se esiste, il centro di rotazione nel seguente corpo rigido vincolato 

𝑟𝐴 ∃𝐶𝑅

⇒ 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖

𝐶𝑅

𝐶𝑅 ∈ 𝑟𝐴 

𝐶𝑅 ≡ 𝐶

Trave appoggiata degenere (sono possibili 
spostamenti compatibili con i vincoli)

http://www.pcasini.it/
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